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一、本课题研究意义 

偏微分方程（PDEs）在工程中具有重要意义，用于解决各种复杂的物理现象。在流体动力学、

热传导、结构力学和电磁场建模等领域，偏微分方程提供了强大的工具，可以用于精确建模和优

化各种系统。 

在 SNO（Structured Neural Operators）和 DeepONets（Deep Operator Networks）中，我

们使用深度神经网络（DNN）来拟合算子。然而，传统的 DNN在处理算子时面临一个主要限制：

它们通常无法直接扩展到无限维度，因为 DNN的结构固定在有限的维度。为了克服这一限制，我

们引入了含有核函数的神经元算子，这种算子可以将 DNN 泛化到无限维度，以处理更复杂的问

题，如高维偏微分方程的求解。 

二、国内外有关本课题的研究动态 

国内外诸多领域成功应用深度学习方法解决 PDEs，包括流体力学、材料科学、天气预测、

生物医学工程等。深度学习被证明是一种灵活且高效的工具，能够处理不同类型和维度的 PDEs。 

结构化神经算子（Structured Neural Operators, SNO）和 Deep Operator Networks

（DeepONets）也是研究热点，它们使用深度神经网络来拟合算子，从而处理高维偏微分方程的

求解问题。引入核函数的神经元算子使得这些方法能够泛化到无限维度。 

三、本课题研究的基本内容 

本课题旨在通过引入一种创新的神经算子，将深度学习应用于偏微分方程（PDE）的求解。

采用一种新的参数化方法，在傅里叶空间中对积分核进行直接参数化，构建了一种具有强大表达

能力和高效性能的神经算子。 

 

四、本课题拟解决的主要问题及对解决复杂工程问题能力的要求 

 

 

 

五、研究方法 

傅里叶变换实现： 将傅里叶变换嵌入神经网络中，确保网络能够正确处理信息。 

超参数调优： 对神经网络的超参数进行系统调优，以提高模型的性能和泛化能力。 

模型训练与优化： 使用准备好的数据集对神经网络模型进行训练，并通过调整优化算法、学习

率等参数进行模型的优化。 

PyTorch 1.8.0 



六、主要创新点（选填） 

传统方法不论是有限元还是有限差分方法都是在离散空间中对方程进行求解，追求的精度

越高就需要更多的计算量，而利用人工智能可能实现更快、更准或更快和更准。 
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本建成，核心功能已实现。现在需要对程序进行优化，对预测结果正确率进行提升，并按照提

纲撰写毕业论文。 

二、毕业论文（设计、创作）存在问题及解决方案 
存在的问题有：预测结果正确率有待提高；还未解决更高维度的偏微分方程。 
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实际意义和推广价值。 
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2 文献资料应用能力  

能独立查看文献，具有

收集，加工各种信息及
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摘  要 

 

偏微分方程（PDEs）的高维数值求解在许多科学和工程问题中至关重要，但传统数

值方法在处理这些问题时往往受限于昂贵的计算成本[1]。深度学习技术，尤其是 Fourier

神经算子（FNO），为降低这些问题的求解难度提供了前所未有的途径。本文通过优化深

度学习模型参数，提升了 FNO 在求解 PDEs 时的性能和准确度。 

论文首先分析了 FNO 在解决 PDE 问题中的应用原理，接着围绕如何通过调整和优

化网络参数来提升模型性能展开深入探讨。通过综合性的实验设计来测试如何调整参数，

这些设计包括了两种类型 PDE 和多组参数设置，通过这些实验，我们不仅验证了参数

优化前后的性能提升，还展示了 FNO 模型在特定测试集上的具体改进数据。 

论文结果表明，通过精确调整深度学习模型的参数，可以优化 PDE 求解过程。未来

的工作将聚焦于优化算法的进一步改进，以及 FNO 在更广泛类型的 PDEs 中的应用。 

关键词：偏微分方程；深度学习；傅里叶神经算子；参数优化 
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ABSTRACT 

 

The high-dimensional numerical resolution of partial differential equations (PDEs) is 

crucial for many scientific and engineering problems. However, traditional numerical methods 

are often limited by expensive computational costs when addressing these issues. Deep learning 

technologies, especially Fourier Neural Operators (FNO), offer unprecedented pathways to 

reduce the difficulty of solving these problems. This paper enhances the performance and 

accuracy of FNO in solving PDEs through the optimization of deep learning model parameters. 

The paper first analyzes the application principles of FNO in solving PDE problems, and 

then delves into how to enhance model performance by adjusting and optimizing network 

parameters. Comprehensive experimental designs were implemented to test how parameter 

adjustments could be made, including two types of PDEs and multiple parameter settings. 

Through these experiments, not only was the improvement in performance before and after 

parameter optimization verified, but specific improvements in the FNO model on particular test 

sets were also demonstrated. 

The results indicate that precise adjustments of deep learning model parameters can 

optimize the PDE solving process. Future work will focus on further improvements to 

optimization algorithms and the application of FNO in a broader range of PDE types. 

Keywords:  Partial Differential Equations; Deep Learning; Fourier Neural Operators; 

Parameter Optimization 
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第 1 章  绪  论 

在科研和工程实践中,经常面临的各种复杂的物理问题。这些问题往往可以被建模转

化为偏微分方程。它们在众多领域中扮演着关键角色。大多数情况下,这些方程的解不能

用公式来表示,所以要寻找数值解法。常见的数值解法分为两类：传统方法和机器学习方

法。 

求解 PDEs 往往伴随着复杂的计算过程，这对传统数值解法来说是一个高成本且低

效的挑战。随着深度学习技术的发展，其在数据处理和模式识别方面的强大能力开始被

应用于解决这一挑战，尤其是结合 FNO 原理的方法展现了解决复杂 PDEs 问题的高效

潜力。本文致力于通过优化深度学习模型的参数来提高 Fourier 神经算子求解 PDEs 的

性能和精度，目的是减少计算时间并提高解的准确性。 

对于 FNO 在解决 PDE 问题上的应用，虽然近年来已有研究取得进展，但现有文献

主要集中在其基本应用，对如何优化模型参数以进一步提升性能和精度的探索还相对有

限。因此，本文的创新之处在于参数优化方法，充分发挥 FNO 在解决 PDEs 中的潜力。 

研究方法将基于 FNO 原理，并结合深度学习技术进行模型的参数优化。通过详细

的实验设计和结果验证，本文将展示参数优化前后在求解特定 PDEs 问题上性能的提升。 

总的来说，本文的主要贡献在于提出 FNO 模型参数优化方法，这提高了利用 FNO

原理解 PDEs 的效率和精度，本论文的结构为逐步揭示研究内容，从绪论到理论背景与

相关工作、方法论与实验设计，最后是分析与讨论。 

1.1  课题来源 

本课题由老师指派。  

1.2  课题背景 

在深度学习技术迅猛发展的背景下，其在物理科学领域，尤其是偏微分方程（PDEs）

求解方面展现出显著潜力[2]。偏微分方程是描述多种自然和工程现象的核心数学模型，

但传统求解方法面临高计算成本和维数灾难的挑战。Fourier Neural Operators（FNO）作

为一种创新的深度学习方法，通过傅里叶变换的性质，有效优化 PDEs 的建模和求解过

程，提高了处理高维问题的效率和精度。本文聚焦于 FNO 在 PDEs 求解中的应用，通过
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优化 FNO 模型，进一步探索其在科学研究和工程实践中的潜力，为传统数学问题求解

提供新的视角。 

1.3  国内外在该方向的研究现状及分析 

在深度学习领域，利用 Fourier Neural Operators（FNO）解偏微分方程已成为一个研

究热点，表现了深度学习技术在解决传统数学和物理问题上的广泛应用潜力。整体上，

无论是国内还是国外的研究，都集中于提高模型的求解精度、计算效率以及处理高维数

据的能力。研究者们通过不断优化 FNO 的结构和参数，探索更为高效的训练方法和损

失函数，以适应不同类型和复杂度的 PDE 问题。同时，跨学科的合作也促进了理论方法

与实际应用的结合，拓宽了 FNO 技术的应用范围[3]。 

1.3.1  国内研究现状 

国内在 FNO 应用于偏微分方程求解的研究中，呈现出积极的探索态势。多个高校

和研究机构的团队[4]，侧重于理论与方法的创新，例如通过结合中国特有的数学理论[5]，

优化 FNO 的网络结构，或是在特定领域，如流体力学和材料科学中，应用 FNO 解决实

际问题。借助深度学习的强大功能，国内学者开始探索传统数值方法与机器学习技术的

结合。例如，使用神经网络来近似解的表示或改进区域分解算法的边界处理技术[6]，这

些研究显示了良好的初步成果，特别是在处理高维和非线性复杂问题方面表现出了潜力。

国内研究不仅注重算法的提升，也在探索 FNO 技术在工业、环境科学等领域的应用，

以期实现科学研究与经济发展的双赢。 

1.3.2  国外研究现状 

国外在使用 FNO 解偏微分方程的研究方面较早开始，拥有广泛的应用实例。海外

研究机构和大学通常集中在技术的原理探索、算法优化以及跨学科应用等方面。例如，

他们在提高 FNO 模型泛化能力、处理复杂边界条件的 PDEs 上取得了显著成果。在 Qi 

K 和 Sun J 的研究中，通过将 Gabor 滤波与 FNO 结合，展示了这一方法在处理具有

复杂模式和动态变化的系统中的有效性[7]。 
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第 2 章  理论背景与相关工作  

第二章“理论背景与相关工作”提供关于偏微分方程（PDEs）解法的必要理论基础

及其在深度学习领域应用的最新进展。本章将简要介绍偏微分方程的基本概念以及其在

多个科学和工程领域中的重要性。探讨传统的 PDE 求解方法，包括解析解法及数值解

法如有限差分法、有限元法等，每种方法的优缺点也将被讨论。深度学习如何被用于 PDE

的求解，特别是傅立叶神经算子（FNO）的原理和应用。 

2.1  偏微分方程（PDEs）简介 

在本文中，通过深度学习方法求解两类具有代表性的偏微分方程——Burgers 方程

和 Darcy 方程。 

Burgers 方程是一个非线性偏微分方程，广泛应用于流体力学、交通流等领域，用于

描述一维粘性流体中的波动和冲击波形成等现象。它简洁而富有挑战性的特点，使之成

为测试和展示新求解方法效果的理想选择。 

Darcy 方程是描述地下水流动的线性偏微分方程，主要应用于土木工程和石油工程

等领域。它可以模拟二维或三维空间中的流体流动，特别是在多孔介质中的流动。Darcy

方程的线性特性与 Burgers 方程的非线性特性使得本文中覆盖宽广的 PDE 类型。 

2.2  传统的 PDE 求解方法 

偏微分方程在描述自然界和工程领域中的各种现象时发挥着重要作用，它们广泛应

用于物理、工程、金融和生命科学等领域。为了解决这些方程，人们创造了解析方法、

有限差分法（FDM）、有限元法（FEM）、有限体积法（FVM）和谱方法等诸多方法。每

种方法都有其特定的适用场景和局限性，而选择最合适的方法需要综合考虑问题的性质、

所需解的精确度，以及可用的计算资源。本论文总结了传统偏微分方程求解方法的优缺

点比较，如表 1.1 所示。 
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表 1.1  传统偏微分方程求解方法的优缺点比较 

方法 优点 缺点 

解析方法 可以提供精确解 
对于简单问题，解法直观且易于理解 

仅限于简单几何和边界条件 
对复杂或非线性方程难以找到解 

有限差分法 
(FDM) 

实现简单 
对于线性问题和常规几何形状适用性好 

对复杂几何边界处理困难 
精度受到网格划分的限制 

有限元法 (FEM) 灵活处理复杂几何和边界条件 
可以用于非线性问题 

高精度求解 

计算量大 
网格生成和元素选择复杂 

有限体积法 
(FVM) 

保守性好，适合流体动力学问题 
可以直接处理复杂的边界条件 

网格划分和重构可能复杂 
难以模拟对流体流动中的高速和湍流 

谱方法 对于平滑问题，提供高精度 
效率高于有限差分法和有限元法 

对非平滑问题或有尖锐边界的问题效果

不佳 

总的来说，传统方法在求解一些高维偏微分方程的过程中会遭遇“维数灾难”， 传统

求解方法中使用的网格随着维度增加，计算量呈指数级增长，因此划分网格的方法在高

维 PDE 的数值计算上不太有效[8]。 

而对于低维的偏微分方程，Burgers 方程和 Darcy 方程分别代表了非线性和线性偏

微分方程（PDE）的典型案例。针对这两类方程，传统求解方法已经相当成熟，能够有

效地处理各种复杂情况。 

对于 Burgers 方程，它通过模拟各类流体动力学现象，如湍流和波的传播，展现了

非线性 PDE 的特性。虽然在一些特定条件下，如无粘情况，可以通过解析方法找到精确

解，但更普遍的情况是通过数值方法，如有限差分法（FDM）和有限体积法（FVM），

来求解。这些方法将连续方程离散化，并在网格上近似求解，这些传统方法已经发展得

相当成熟[8]，能够高效处理包括边界条件和初始条件在内的复杂问题。 

Darcy 方程描述了流体通过多孔介质的流动，其线性特性使得解析方法在特定简单

条件下依然有效。但在处理复杂边界和异质介质时，数值方法如有限元法（FEM）和有

限差分法（FDM）提供了更大的灵活性和适应性。这些方法允许对求解域进行灵活的网

格划分，从而精确模拟实际物理过程。 

在现代工程和科学研究中，随着计算能力的提升和数值方法的发展，数值求解已成

为这两类方程常用的解决方案。 
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2.3  深度学习在 PDE 求解中的应用 

2.3.1  深度学习基础知识简介 

深度学习，作为机器学习的一个分支，主要依赖于神经网络的架构来处理数据。神

经网络由相互连接的节点（或称为神经元）组成，这些节点在不同的层次中组织起来。

输入数据在网络中流动，通过各层的加权、偏置调整和激活函数处理，最终产生输出。

这个过程可以通过反向传播算法和梯度下降等优化技术进行学习，使得网络能够逼近复

杂函数[9]。 

2.3.2  深度学习方法解 PDE 的早期尝试和发展历程 

早期尝试将深度学习应用于 PDE 求解主要集中在使用全连接网络来直接逼近 PDE

的解。这些方法通常将 PDE 的边界条件和初始条件整合进损失函数中，通过训练神经

网络来最小化这个损失函数，寻求逼近真实解的网络参数。随着研究的深入，更多专门

针对 PDE 求解的网络结构被提出，卷积神经网络（CNN）在处理空间信息方面的优势

使其成为一个有力的工具。 

2.3.3  现代深度学习方法与 PDE 

现代深度学习法在解决偏微分方程问题方面显示出了较强的潜能。如物理信息神经

网络（PINN）和 Fourier 神经算子两种方式。PINN 在神经网络的训练过程中使用物理定

律的限制，使得训练出的模型不仅能够拟合数据，而且能满足物理定律。即使在数据稀

疏的情况下，PINN 也能利用物理定律的先验知识，得到较好的预测结果。然而，PINNs

的训练过程比较复杂，需要大量的计算资源。FNO 是一种基于傅里叶变换的神经算子，

它可以有效地处理周期性的偏微分方程问题。FNO 利用快速傅立叶变换将偏微分方程

从空间域转换到频率域在频率域中进行计算,最后再将结果通过逆傅立叶变换转换回空

间域。这种方法的好处是运算效率高。 

2.3.4  Fourier 神经算子求解 PDE 

与机器学习的其他方法相比，Fourier 神经算子的优势在于其结合了傅里叶变换的能

力，能在频域进行高效运算，从而避免了在时域进行复杂的卷积计算。这一特性使其在



河南大学本科毕业论文（设计、创作） 

6 

解决偏微分方程时表现出高效性。在处理周期性或近似周期性的问题时，由于经傅里叶

变换后更易于提取周期性问题的特征，Fourier 神经算子能够提供更稳定的解。相对应的，

对于非周期性的问题，或者在数据噪声较大的情况下，Fourier 神经算子可能无法展现优

势。 

与传统方法相比，FNO 在处理高维 PDE 问题时展现出了显著优势。FNO 能够通过

学习 PDE 的频域特征来高效地进行近似，这不仅大幅度减少了计算资源和时间的需求，

而且一旦训练完成，同一个 FNO 模型就能够应对多种初始和边界条件下的 PDE 求解，

显示出良好的泛化能力。 

在本文中，通过求解流体动力学中的 Burgers 方程和多孔介质流动的 Darcy 方程，

FNO 展示了其在从简单到复杂的 PDE 问题上的强大潜力[10]。 
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第 3 章  方法论与实验设计 

本章详细描述了 FNO 的架构，介绍模型如何通过增加输入数据维度、卷积和傅里

叶变换以及进行频域内的线性和非线性操作来增强处理偏微分方程的能力。实验部分则

侧重于如何通过调整关键参数来优化模型性能。介绍使用的数据集、训练过程和评估指

标。 

3.1  问题定义 

本文的核心内容是 Fourier 神经算子（FNO）在解决特定偏微分方程（PDE），即

Burgers 方程和 Darcy 流方程的分析与实践。这两种方程分别代表非线性和线性的 PDE

问题，为深入评估 FNO 的效能提供了理想的测试场景。核心目标是通过优化网络参数

来提高 FNO 在解这些方程中的性能和准确度。 

实验的主要内容围绕如何调整 FNO 模型的关键参数，如傅里叶模式的数量、网络

宽度、学习率等参数，以达到最优的模型性能。这包括系统地测试不同参数配置对模型

预测精度的影响，并通过大量实验确定最佳参数组合。通过这种方式，不仅证明 FNO 在

解决Burgers和Darcy 方程中的有效性，而且通过参数优化提升了深度学习模型的性能。 

3.2  FNO 架构的详细描述 

在神经网络中。神经网络的输入和输出是有限维的。而神经算子将输入视为定义在

一段连续域上的函数，将输入和输出提升到无限维。在 FNO 中，使用傅立叶变换将其

转换为有限维的频率表示，这种神经算子可以保留尽可能多的信息，同时又使得算子需

要的计算资源能够在现实中满足。 
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图 3. 1 FNO 架构图

[11]
 

FNO 的输入是系数场，表示为𝑎𝑎。输入𝑎𝑎首先通过一个神经网络 P 处理，该网络将

输入数据“提升”到一个更高维度的特征空间，有助于增加网络的表示能力。之后应用

一系列的积分算子层。积分算子层包括一个积分算子和一个激活函数。最后，将高维特

征空间通过 Q 转换回原来的维度。最终输出解空间𝑢𝑢。 

Fourier 层的输入是来自前一层的特征表示，表示为 𝑣𝑣。对𝑣𝑣进行傅里叶变换𝐹𝐹，将其

转换到频域上。对变换后输入的低频傅里叶模式应用线性算子 R。可以在频域中学习重

要特征。然后对结果进行逆傅里叶变换𝐹𝐹−1，将其映射回空间域。与 Fourier 层操作并行

的是局部线性变换，直接对输入𝑣𝑣应用局部线性变换𝑊𝑊。 

3.2.1  输入和输出表示 

Burgers方程是一个非线性偏微分方程，常用于流体力学中描述流体中的粘性效应。

在一维空间中，Burgers 方程可表示为: 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜈𝜈
𝜕𝜕2𝑢𝑢
𝜕𝜕𝑥𝑥2

(1) 

其中，𝑢𝑢是未知函数，代表流体速度；𝜈𝜈是粘性系数；𝑡𝑡是时间变量；𝑥𝑥是空间变量 

对于 Burger’s 方程，输入张量包含初始速度分布（初始条件）和边界条件。例如，

如果考虑一个固定边界的问题，边界条件可以是在区域的两端固定速度值。输出张量表

示随时间变化的速度分布。对于时间依赖的问题，输出将包括多个时间步骤，每个步骤

都显示整个空间域内的速度预测[12]。 

Darcy 流方程用于描述流体通过多孔介质的流动。在简化形式下，稳态 Darcy 流方

程可以表示为： 
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∇ ⋅ �
𝑘𝑘
μ
∇𝑃𝑃� = 0 (2) 

其中∇ ⋅表示散度运算符，𝑘𝑘是介质的渗透率，𝜇𝜇是流体的动力粘性系数，𝑃𝑃是压力。

这个方程表示在稳态条件下，流体通过孔隙介质的流动不随时间变化。 

对于 Darcy 流方程，输入通常包括渗透性分布
𝑘𝑘
μ
是介质的渗透性（可能是空间变量）, 

以及边界条件（如固定边界上的压力值）。在一些情况下，源项𝑓𝑓也可以作为输入的一部

分。输出张量是空间域内的压力分布𝑝𝑝。由于 Darcy 流方程常在稳态条件下求解，输出

可能不涉及时间维度，而是集中在空间分布上。 

3.2.2  频域转换 

在 Fourier 神经算子处理偏微分方程时，核心优势之一是利用频域转换。频域转换

部分的主要内容为将输入信号从时域转换到频域，执行频域内的线性操作，最后将处理

过的频域信号转换回时域。首先，对时域内的输入信号应用傅里叶变换，这步操作将信

号从时域转换到频域。在频域内，信号以其频率成分表示，这使得频域内的线性操作成

为可能。在信号被转换到频域后，对其进行操作。经过频域线性操作处理的信号，通过

逆傅里叶变换再次被转换回时域。这一步骤将处理后的频域数据转换为可以解释的时域

信号，以完成模型的预测过程。此外，FNO 在处理输入信号时，并不需要使用所有的傅

里叶模式，而是可以根据问题的特性选择重要的模式。这种选择机制减少了模型的复杂

度和计算成本，同时保持了对 PDE 动态的有效捕捉[13]。 

快速傅里叶变换（FFT）算法可以将一个函数或一组数据转换到频域上。FFT 利用

数学方法提高计算效率，能够在 O(N log N)的时间复杂度内计算离散傅立叶变换。在

Fourier神经算子中，用 FFT 算法将输入数据从时域转换到频域。逆快速傅立叶变换（IFFT）

是 FFT 的逆操作，可以将频域的数据转换回时域。  

离散傅里叶变换（DFT）公式： 

𝑋𝑋[𝑘𝑘] = �𝑥𝑥[𝑛𝑛]𝑒𝑒−
2π𝑖𝑖
𝑁𝑁 𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑁𝑁−1

𝑛𝑛=0

(3) 

其中𝑋𝑋[𝑘𝑘]是频率域的序列，𝑖𝑖是虚数单位，𝑁𝑁是序列长度。 

3.2.3  频域处理层 

经过傅里叶变换后，时空数据被转换成频率空间中的表示。在这个表示中，数据被
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表现为不同频率成分的组合，这使得模型能多聚焦于解的不同频率特征，尤其是那些在

时空域不易捕捉的特性。在频域处理层，主要进行的是线性变换。这些变换通过与可学

习的复数权重矩阵相乘实现。这些权重矩阵代表不同频率成分的重要性，以及它们之间

的关系。这种方式使得模型能够根据训练数据调整对不同频率成分的关注度和处理方式。

与传统的基于局部操作的网络结构不同，频域处理层能够捕捉到数据的全局特征。因为

频率成分代表了整个数据集的统计特性，而不是局部区域的特征[14]。这使得模型在处理

PDEs 时能够更全面地考虑整个时空域的信息。为了提高模型的表达能力，在线性变换

后会引入非线性激活函数。这种结合线性和非线性操作的策略可以进一步提升模型处理

复杂 PDEs 的能力。总的来说，频域处理层是神经算子层的核心，通过在频域中进行有

效的线性和非线性处理，使模型能够高效并准确地处理 PDEs。这一层的设计充分利用

了频域表示的优势，提高了对复杂动态的捕捉能力和模型的整体性能。 

3.2.4  神经网络结构图 

神经网络的结构首先是一个全连接层，接着多个 Fourier 层，最后两个全连接层。

如图 3.2 神经网络结构图。 

 

图 3. 2 神经网络结构图 

图中的全连接层 fc0，这层的目的是将原始的输入数据转换到一个更高维度的空间，

以便后续的神经网络层可以从中提取更复杂的特征。SpectralConv 层是 Fourier 卷积层，

这些层会将数据利用快速傅里叶转换的方法转换到频域上再进行操作，这有利于对于周

期性或振荡性的函数提取特征。卷积层 W 对每个特征进行独立的线性变换，而不改变
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特征的数量。全连接层 fc1 将卷积层的输出转换为一个更高维度的空间，以便后续的神

经网络层可以从中提取更复杂的特征。全连接层 c2 是网络的最后一层，它将高维特征

映射到一个单一的输出。 

Fourier 卷积层和卷积层 W 在处理数据时各有其特点和优势，将它们结合在一起使

用可以有效地捕捉和处理周期性或振荡性的数据，同时可以捕捉和处理局部的数据信息。

这种结合使用的方式使得网络能够更好地适应各种类型的偏微分方程问题，提高了模型

的泛化能力和解决问题的精度。 

在 FNO 中，网络的第一个全连接层（fc0）具有 Width 个神经元，每个神经元接收

n 个输入。全连接层（fc1）拥有 128 个神经元，每个神经元接收 Width 个输入，网络的

最后一个全连接层（fc2）只包含一个神经元，该神经元接收来自前一层的 128 个输入。 

在每个傅立叶层和非线性变换层之间以及全连接层 fc1 之后应用 Gaussian Error 

Linear Unit（GELU）激活函数。GELU 函数表达式为 

GELU(𝑥𝑥) = 0.5𝑥𝑥 �1 + tanh ��
2
π

(𝑥𝑥 + 0.044715𝑥𝑥3)�� (4) 

GELU 激活函数图像如图 3.3 所示： 

 
图 3. 3 GELU 激活函数图像 
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FNO 架构中的 Fourier 层和全连接层都是线性操作，而一些偏微分方程的解通常具

有非线性的性质，GULE 激活函数可以在神经网络中引入非线性，有利于提高模型的泛

化能力。GELU 函数在输入值接近 0 的区域近似于线性函数，可以在一定程度上防止训

练过程中出现的梯度爆炸的问题。GELU 函数本身已被证明可以提供更好的性能和更快

的训练速度，在每个傅立叶层和非线性变换层之间引人 GELU 函数有助于 FNO 模型的

性能提升。 

3.3  数据集 

3.3.1  Burgers 方程数据集 

Burgers 方程数据集来源于公开资源，可以在以下链接中获取：Burgers_R10.mat。该

数据集专门用于研究 Burgers 方程的数值解。数据集的形状为[1000, 8192]，包含了 1000

个样本。每个样本都在一个 8192 的网格上描述了 Burgers 方程的行为。 

这些样本数据是通过高斯随机场（GRF）生成的，使用 Burgers 方程进行演化。'a'代

表了每个样本的初始状态，'u'代表了对应的 Burgers 方程的解，这些解是在给定初始条

件'a'下，通过数值方法得出的。如图 3.3 是 Burgers 方程一个样本的初始状态和解。 

https://drive.google.com/file/d/16a8od4vidbiNR3WtaBPCSZ0T3moxjhYe/view
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图 3. 4 burgers 方程一个样本的初始状态和解 

上方的图显示的是 Burgers 方程数据集的一个样本的初始条件，这个初始状态是由

高斯随机场生成的，具有随机性。 

下方的图显示在给定的初始条件下，通过数值法求解 Burgers 方程的结果。解的形

状相比于初始条件更加平滑。这是因为 Burgers 方程具有粘性。解的范围相比初始条件

有所减小。因为 Burgers 方程中的非线性项会导致能量的耗散，使得解的范围变小。 

3.3.2  Darcy 方程数据集 

Darcy 方程数据集也来源于公开资源，可以在以下链接中获取：Darcy_241。该数据

集专门用于研究 Darcy 方程的数值解。数据集的形状为[1024, 241, 241]，包含了 1024 个

样本。每个样本都在一个 241x241 的网格上描述了 Darcy 方程的行为。 

其中'Kcoeff'代表了每个样本的初始状态，而'sol'则代表了对应的 Darcy 方程的解，

这些解是在给定初始条件'Kcoeff'下，通过数值方法得出的。如图 3.4 
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图 3. 5 Darcy 方程的一个样本的初始状态和数值解 

左侧的图像显示了样本的初始状态，这是通过'Kcoeff'参数表示的。'Kcoeff'参数表示

物质的导热系数。在这个热力图中，颜色的深浅代表了导热系数的大小。 

右侧的图像则表示了在给定初始条件'Kcoeff'下，通过数值方法求解 Darcy 方程得到

的解，我们用'sol'来表示。同样，颜色的深浅代表了解的大小。 

3.4  优化器的选择 

是一种常用的优化算法，它结合了两种扩展的随机梯度下降方法：Adaptive Gradient 

Algorithm (AdaGrad) 和 Root Mean Square Propagation (RMSProp)。Adam 通过计算梯度

的一阶矩估计和二阶矩估计，为每个参数提供了自适应的学习率。这使得它在处理包含

大规模数据和高维参数空间的复杂问题时，能表现出优越的性能。 

在 FNO 解偏微分方程的实践中，需要一个能够自适应调整学习率并且能够有效处

理大规模数据和高维参数空间的优化器。相比于梯度下降，Adam 不需要在每一步都使

用全部数据，因此在处理大规模数据集时，内存需求更低，同时 Adam 的收敛速度更快，

因此更适用于 FNO 解偏微方程的实践。 

3.5  训练过程 

在每个 epoch 开始时，模型被设置为训练模式，并记录训练开始时间。设置训练均

方误差为 0。将训练数据集中的每一批数据，将输入 x 和输出 y 移至 GPU，同时清零优

化器梯度，然后，将 x 传递给模型，进行向前传播，生成预测输出 out。计算 out 与 y 的
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均方误差。得到 MSE 后，执行反向传播算法，计算出每个参数的梯度，使用 Adam 优

化器更新参数。在更新参数后，将当前的 MSE 累加到训练误差中。在每个 epoch 结束

时，使用学习率调度器调整学习率。 

反向传播算法是一种在神经网络中计算梯度的方法，反向传播算法的主要目标是计

算损失函数关于网络权重的梯度。从输出层开始，向输入层方向逐层计算并传播误差。

对于每一层，计算损失函数关于该层权重的梯度。这个梯度表示如果改变这一层的权重，

损失函数会如何变化。计算出梯度后，用这个梯度来更新网络的权重。在实验中使用了

PyTorch 的框架只需要调用.backward()方法就可以自动计算梯度，然后使用 Adan 优化器

就可以进行权重更新。 

学习率调度器（scheduler）是一种工具，实验中，它每个 epoch 结束动态地调整学

习率。在训练深度学习模型的过程中，在开始时使用较大的学习率，以快速地达到一个

相对优的解，然后随着训练的进行，我们逐渐减小学习率，以更精细地优化模型。同时

可以在一定程度上防止过拟合的发生。 

3.6  评估指标 

MSE 用于评估模型对偏微分方程解的预测准确性。在每个训练周期后，通过计算

训练集和验证集上的 MSE，监控模型的学习进度和过拟合情况。MSE 计算公式为 

MSE =
1
n
�(yi − yı�)2
n

i=1

(4) 

其中𝑦𝑦𝑖𝑖是实际值，yı�是模型预测值，𝑛𝑛是样本数量。 
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第 4 章  结果分析与讨论 

本章详细介绍了实验设置，并分析了 Fourier 神经算子（FNO）在求解一维 Burgers

方程和二维 Darcy 方程中的应用效果。实验部分重点探讨了通过调整模型关键参数如学

习率、傅里叶模式的数量、网络宽度等来提升模型的预测准确度。具体内容包括数据集

的准备、模型架构与参数配置、实验流程描述以及性能评估。此外，本章还通过图表形

式直观展示了不同参数配置下模型在训练和测试集上的表现，最终确定了最优参数组合。

最后分析了当前实验存在的限制。 

4.1  实验设置 

本实验的目的是探索和分析 Fourier 神经算子（FNO）在求解一维 Burgers 方程和二

维 Darcy 方程中的应用效果。通过实验比较不同参数配置下 FNO 的性能，最终确定最

佳参数组合以提高模型的预测准确度和泛化能力。主要从以下四个方面介绍这一实验：

数据集准备、模型架构与参数配置、实验流程、以及性能评估。 

4.1.1  数据集的准备 

对于一维 Burgers 方程，数据集包含 2048 个样本，其中 1000 个用于训练，100 个

用于测试。通过对数据进行子采样，通过每隔 8 个数据点取一个数据点来减少每个样本

的特征数量，并将其重塑成模型所需的格式。其中使用 PyTorch 的 DataLoader，因为

DataLoader 提供的 shuffle 功能可以确保了每次迭代时数据的随机性。 

对于二维 Darcy 方程的，数据集包含 1024 个样本，其中 1000 个用于训练，1000 个

用于测试。首先，使用 MatReader 从指定文件中读取数据，并通过每隔 5 个数据点取一

个数据点将数据维度从[241, 241] 缩减到[49, 49]。之后，对输入和输出数据进行标准化。

将数据转换为均值为 0，标准差为 1 的分布，这可以帮助我们更好地训练模型。，与生成

的二维网格坐标结合，形成模型的输入。同样，使用 PyTorch 的 DataLoader 进行数据加

载，优化内存使用并支持批量处理。 

4.1.2  模型架构与参数配置 

在解 Burgers 方程时，我们使用基于 Fourier 神经算子的 1 维模型，在解 Darcy 方程
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时，我们使用基于 Fourier 神经算子的 2 维模型。该模型在解决偏微分方程方面展现出

了优异的性能。选择了学习率、学习率衰减步长、衰减率、傅里叶模式数以及网络宽度

5 个参数作为优化的重点。设计 run_experiment 函数，该函数接受这些参数作为输入，

并执行模型的训练与评估流程，该函数返回在训练集和测试集上的 l2 损失。 

4.1.3  实验流程 

模型训练在 Kaggle 平台上进行，使用 Adam 优化器和 L2 损失函数。训练过程中，

批量大小设置为 20，总共进行 500 个训练周期。学习率调度器根据预设的步长和衰减率

调整学习率，以期在训练过程中实现更好的收敛性能。通过一系列循环自动化地运行实

验，分别测试各个预定义的学习率、学习率衰减步长、衰减率、傅里叶模式数和网络宽

度。每次循环中，run_experiment 函数被调用，以当前循环的参数值作为输入。实验结

果，包括训练损失和测试集上的 L2 损失，被记录下来以评估模型性能。 

4.1.4  性能评估 

模型的性能通过计算测试集上的归一化 L2 损失来评估。这一指标能够量化模型输

出与真实解之间的差异，是评价模型预测精度的重要指标。实验的最终目标是确定一组

最优的超参数配置，以最小化测试集上的 L2 损失。 

4.2  模型性能对比 

在本节中，展示了使用 Fourier 神经算子原理解偏微分方程的深度学习模型的实验

结果。图表直观地显示了不同模型参数下的训练集和测试集的均方误差（MSE）。图 4.1.1-

4.1.5 展示了随着参数的变化，一维 Fourier 神经算子在训练集上和测试集上的 MSE 如

何变化。每个图表都精心设计了双 y 轴。左侧 y 轴以蓝色表示训练集 MSE，右侧 y 轴用

红色表示测试集 MSE。双 y 轴的设计有助于发现潜在的过拟合问题。
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图 4.1.1 一维 FNO 模型对学习率调优效果图 

学习率决定模型参数每次更新的步长。这里的学习率是指在 Adam 优化器中的全局

学习率。如图 4.1.1 所示，当学习率超过 0.1 时，模型出现了明显的过拟合现象。这是由

于过高的学习率使模型在训练集上快速找到了一个局部最优解。这个局部最优解可能并

不是全局最优解，也可能并不适用于测试集。因此，模型在测试集上的准确度较差 

 

图 4.1.2一维 FNO 模型对 stepsize 调优效果图 

图 4.1.2 展示 stepsize 对模型精度的影响。当 stepsize 设置过大时，模型的离散程度

降低，导致模型无法精确地捕捉到微分方程解的细节，模型在训练集和测试集上的准确

度都较低。当 stepsize<20 时，训练集和测试集的准确度之间的差距开始显著增大，此时

发生了过拟合。
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图 4.1.3 一维 FNO 模型对 Gamma 调优效果图 

Gamma 用于计算梯度的指数加权平均。当 Gamma 值过大，模型对新的梯度信息反

应慢，导致训练过程很长。图 4.1.3 显示出当 Gamma 值处于 0.7 到 1 之间时，模型出现

了过拟合的现象。

 

图 4.1.4 一维 FNO 模型对 mode 调优效果图 

mode 指的是频率组件的数量，也就是在傅立叶神经算子中使用的正弦和余弦函数

的数量。这个数量决定了模型能够捕获的信号复杂度。过多的 mode 会引发梯度消失或

梯度爆炸的问题。如果 mode 数量较少，模型无法捕获到复杂的信号。
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图 4.1.5 一维 FNO 模型对 width 调优效果图 

width 指的是神经网络中隐藏层的宽度，也就是每一层的神经元数量。当 width 的值

增大时，模型的参数数量也会相应增大。每次前向传播和反向传播时，都需要进行更多

的计算资源。Width 越大，模型的训练和预测速度就会越慢。Width 越小，模型的预测值

就越不精确。 

图 4.2.1-4.2.5 展示了随着参数的变化，Darcy 方程在训练集上和测试集上的 MSE 如

何变化。同样使用了双 y 轴的设计。

 
图 4.2.1二维 FNO 模型对学习率调优效果图 

  
图 4.2.6二维 FNO 模型对 stepsize 调优效果图 

 
图 4.2.7二维 FNO 模型对 Gamma 调优效果图 

 
图 4.2.8二维 FNO 模型对 mode 调优效果图 
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图 4.2.9 一维 FNO 模型对 width 调优效果图 

通过多轮实验，调整神经网络的关键参数，经过一系列的实验对比，最终找到最佳

的一组参数组合: learning_rate=0.003，step_size=60，Gamma=0.45，mode=20，width=32。

这一参数组合有效提高了模型在求解微分方程上的准确性，同时在计算效率上的表现也

较为合适。 

优化后的模型在一维和二维的 FNO 网络中均表现出出色的性能，这种一维和二维

性能的一致性也验证了这一参数组合对 FNO 网络性能提升的鲁棒性，即使在不同的问

题和数据集下，这种参数组合仍然能够有效地提高模型的性能，而不会出现明显的性能

下降或不稳定现象。 

4.3  优化后求解的具体例子 

使用优化后的参数进行训练后，取数据集中最后一个方程作为例子，对比模型的预

测解与方程的实际解。Burgers 方程的对比结果如图 4.3 所示： 

 
图 4. 3 Burgers 方程预测解与真实解的对比 
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Darcy 方程的对比结果如图 4.4 所示： 

 
图 4. 4 Darcy 方程预测解与真实解的对比 

在实验中，对优化后的 Fourier 神经算子的模型对微分方程的求解结果与真实解进

行比较。如图 4.3和 4.4所示，模型预测的解在结构上与真实解相似，这说明模型能够

有效地捕捉到微分方程的主要特性。然而在细节上，模型预测的解与真实解之间存在一

些差异。 

4.4  实验的限制 

在本次实验中，使用 Fourier 神经算子（FNO）的模型对微分方程的求解，研究结果

受限于若干关键因素。首先，模型依赖于一个较小的数据集进行模型训练，这可能导致

了对问题全貌的捕捉不足，进而限制了模型在更广泛场景中的泛化能力。其次，实验在

Kaggle 平台上进行，由于是使用平台的计算资源，对更大模型架构的探索以及超参数的

调整都受到了诸多限制，这些都是提升模型性能的潜在因素。此外，虽然观察到特定参

数配置能够提升模型性能，但对于这些参数为何有效的深入理解尚不充分，这限制了对

模型的调整，同时可能影响到这些优化在其他种类的偏微分方程的适用性。 

模型预测的解在结构上与真实解相似，但在细节上仍然存在一些偏差。这是由于模

型容量、训练数据的数量、优化算法的选择等因素的影响。在未来工作中需要进一步改

进和优化这些因素。 

尽管存在这些限制，研究成果为使用深度学习技术解决复杂偏微分方程提供了有益
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的见解，并指出了未来研究可能的改进方向，包括扩充数据集、增强计算资源以及深化

对模型参数与性能关系的分析。 
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结  论 

利用傅里叶神经算子（FNO）原理，求解一维和二维的偏微分方程，实验结果表明，

通过对 FNO 的结构和训练过程中的参数进行优化，神经网络的准确性和泛化能力得到

了显著增强。这些改进不仅提高了在低维 PDEs 上的求解效率，而且预示了在处理更高

维度 PDEs 时深度学习方法的巨大潜力[16]。 

通过细致的参数调整，深度学习模型能够更好地捕捉和学习 PDEs 的复杂动态[17]，

从而提供更精确的解决方案。尽管当前的实验是在较低维度的 PDEs 上进行的，但已经

可以看出，这种性能提升对于更高维度问题的求解将是至关重要的。在高维空间，解偏

微分方程的复杂性迅速增加，而传统方法在求解这些高维偏微分方程的过程中会遭遇

“维数灾难”[10]。 

但在未来的研究中，仍需探索如何在保持模型性能的同时，进一步提升模型的计算

效率和解释性。此外，我们还需在更大规模的数据集上验证模型的泛化能力，并探讨模

型在更高维度 PDEs 求解中的应用。 
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